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Sommario

Si considera il rapporto tra due forme quadratiche di variabili normali indipendenti e la sua
distribuzione sulla ipersfera unitaria. Viene poi ottenuta una decomposizione per forme quadratiche
in termini di vettori aleatori di tipo sferico. Si otténgono infine le espressioni esatte per la densita

di probabilita 1n alcuni casi particolari.

Classificazione AMS: 62H10; 62H99

Parole chiave: Variabili normali multivanate, distribuzioni sferiche, forme quadratiche

1. Introduzione

Tra le distribuzioni multivariate continue quelle a contorno ellittico ed in particolare quelle
chiamate sferiche godono di proprieta importanti sia per la costruzione del modello che per I’analisi
inferenziale. Sviluppi teorici e applicazioni pratiche sono riportate, ad esempio, sia nell’articolo di
Kelker (1970) che nella monografia di Fang, Kotz and Ng (1990).

Di particolare interesse nello studio della correlazione seriale € il rapporto tra due particolari
forme quadratiche di variabili normali indipendenti. La distribuzione di forme quadratiche (sia
omogenee che non omogehee) é stata studiata da Ruben (1960, 1962) in relazione al contenuto
volumetrico di probabilita per insiemi convesst in ™. Per una trattazione sistematica e moderna
sulle forme quadratiche di variabili aleatorie si consulti il volume di Mathai and Provost (1992).
Ulteriori risultati sull'indipendenza delle forme bilineari sono stati ottenuti da Pederzoli (1997),
mentre 1l contributo di Provost (1996) riguarda la distribuzione volumetrica di coni definiti in

campi aleatori sferici.
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Indipendentemente dai lavori di von Neumann (1941. 1942) e quello di Koopmans (1942),
per questa particolare forma quadrata viene derivata una decomposizione in un numero finito di
componenti vettoriali di tipo sferico. Espressioni esatte per la funzione di densita di questa forma

quadratica vengono ottenute per due casi particolari.

2. Distribuzioni sferiche

Definizione 2.1: Un vettore p-dimensionale X ha una distribuzione a contorno ellittico se la sua

funzione caratteristica @ (t) pud scriversi come
& (t) = et (t’Zt) 2.1)

dove p € un vettore reale p-dimensionale, > ¢ una matrice p x p definita non negativa, e ¢ (-)
denota una funzione non negativa.

Definizione 2.2: Se p & il vettore nullo e Y~ la matrice identita di ordine p, allora si dice che X
ha una distribuzione sferica

X~S,(C) (2.2)

dove ((tt') = ®x (t) & la funzione caratteristica di X.

Si constata immediatamente che le distribuzioni sferiche sono casi particolari di distribuzioni a
contorno ellittico (per le quali i contorni di densita costante sono degli ellissoidi anziché delle sfere).
Una classe piu generale di distribuzioni, dette v-sferiche, ¢ stata definita da Fernandez, Osiewalski
and Steel (1995) al fine di consentire una maggiore flessibilita nei modelli di analisi multivariata.

Esempio 1: Distribuzione normale multivariata X ~ N, (0,) con

1 /
,_exp{_x_.f},xew
2

2)

fx) =
a

Esempio 2: Distribuzione Student multivariata X >~ % dove U~ Np(0,I) e Y ~ X2, con

DEm) )T
= == XERP
f(x) () <1+ ) x €

(7‘-m 2 %l m
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Esempio 3: Distribuzione uniforme nella ipersfera di raggio r

f(x) = 5——=Lxx<r), XE€ER

‘()

2
dove V, (r) = I‘_ETT) ¢ 1l contenuto volumetrico della ipersfera p-dimensionale di raggio r.

Esempio 4: Distribuzione uniforme sulla ipersfera di raggio r

F) = ——Lxxer) XEW

1
(r)

wrv

5t

dove S, (r) = rP=1 ¢ la superficie della ipersfera p-dimensionale di raggio r.

™

)

Tra le proprieta delle distribuzioni sferiche ricordiamo che le densita sono della forma g (x'x),
e che i contorni di densita costante sono delle ipersfere con centri nell’'origine. Inoltre queste
distribuzioni sono invarianti rispetto alle trasformazioni ortogonali, vale a dire X ~ OX dove O
indica una matrice ortogonale di dimensione compatibile. In particolare, si veda Fang, Kotz and Ng
(1990), X ammette la rappresentazione stocas_tica;X =WU dove U ha una distribuzione uniforme
sulla ipersfera unitaria di dimensione p e W & la distanza del raggio. U e W sono distribuite in

modo indipendente. La densita di W = (X’X)é = [|X|| & data da

21r% -1 2 .
ke (w) = ra e (W) L < <oo (2.3)
0 , altrove

e la si pud valutare passando alle coordinate polari, come indicato in Mathai, Provost and Hayakawa

(1995):

z; = wsinh
zj = wecosfcosby...cosf;j_1sinf;,j=2.3,...,p~1 (24)
zp = wcosficosfy...cosb,_;

dove 0< @; <mperj=12,...,p—2,e0<f,_; <2
D’altro canto la densita di V = X’X = W2 & data da

v (v) = r@”’g“)’°<”<“ (25)

0 , altrove
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3. Distribuzioni di Dirichlet

Definizione 3.1: Una variabile aleatoria univariata .\’ & distribuita secondo una Beta di parametri

o) e a5 se la sua densita & della forma

3 _ zul—l(l_x)ag—l
f)‘ (:L') = Bl O<z<«l (3.1)
= 0 , altrove
dove B(a(,as) = %g—‘fjl ¢ la funzione beta, con a; > 0. as > 0.
Definizione 3.2: Un vettore aleatoric D = (D, Do, ..., D})' ha una distribuzione di Dirichlet
del primo tipo con parametri o, oo, ...,a; se la sua densita & data da
k
2=1 dal—ldag—l dak—l (3 2)
T} b ody 3.

k
fire

k-1
dovedy =1— Y diper0<d; <1, i=12,...,k, e 0 altrimenti.

i=1
Come si vede facilmente, questa non & che la distribuzione Beta multivariata e scriveremo

(D11D2a"~7Dk)lNDIC(alwa?,a"'ﬁak) (33)
Esempio Se il vettore X = (Xl,Xg,...,X,,,)' € distribuito uniformemente nel simplesso
S = {(xl,xg,...,z,,) eER Y <1, z; 20, 1= 1,2,...71} allora la densitda di X & data
=1
da [Vol(S)]™' = n! e le relative distribuzioni marginali di dimensione (n — 1), vale a dire

f{X1,X2,...,Xi21, Xit1,- .., Xn) sono delle distribuzioni di Dirichlet.

Ricordiamo il risultato seguente:

Proposizione Sia Y; ~ Gamma (o;,8), j = 1,2,... ,k e si supponga che le Y; siano mutuamente
E
e indipendentemente distribuite. Se Y = }_ Y; allora
=1
Y, Y. %\
(%a%a"‘v?k') NDk(alaCYZa“'aak—l)ak) (34)

In particolare, qualora la Y; fossero delle chi-quadrato indipendenti X? allora si avrebbe che

Y:; Y, Y\’ 11 1
(Y’?""’Y) ~ Dg 5753 (3.5)
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Estensioni delle distribuzioni di Dirichlet al caso in cui 'argomento é una matrice reale p x p

definita positiva sono trattate in Mathai (1997).

4. Distribuzione di una Forma Quadratica sulla Ipersfera

Si considerino due forme quadratiche in p variabili normali indipendenti con media nulla e

varianza unitaria
P P
P=Y X7eQ=) XX} (4.1)
i=1 i=1 C

Mentre tutti 1 valori caratteristici di P sono uguali ad uno. quelli di @ si suppongono diversi l'uno
dall’altro in modo da consentire il loro ordinamento crescente A; < Ajyy, t = 1,2,...,p—1. La

densita di probabilita di P

(ST

(2m)"T e EP (4.2)
¢ costante sulla ipersfera X7 + X2 + ...+ X;:’ = ¢; la corrispondente funzione di ripartizione

PE-1c-%P
25T (£)

¢ una chi-quadrato con p gradi di liberta. Le ipersuperfici sulle quali il rapporto

(4.3)

[}
[ 5]

(%]

>

i
Z:l= —

P
A
1
> =
2 X
=1

O

(4.4)

X

& costante non sono altro che dei coni con il vertice nell’origine che sezionano la medesima porzione
della superficie di ogni ipersfera P = ¢. Ne segue che la distribuzione condizionata di Z per un
dato valore di P ¢ indipendente dal valore della costante ¢ e sara quindi uguale alla sua funzione di
distribuzione. In altre parole, le variabili aleatorie P ¢ Z risultano distribuite in modo indipendente
e di conseguenza la funzione di ripartizione per Z potra descriversi come quella condizionata di @
sulla ipersfera unitaria X2+ XZ+.. .+ X;;' = 1. Impiegando il teorema d’inversione per le funzioni
caratteristiche, Koopmans (1942) ha trovato l'espressione esatta della funzione di ripartizione per

Z. Questa funzione ¢ stata studiata per il caso in cui p & pari da von Neumann (1941, 1942), ma
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soltanto per particolari valori dei valori caratteristici. Riportiamo I’espressione per la derivata di

ordine £ — 1 della densita per Z in una forma leggermente diversa da quella originale.

DIy — -
(1) = > — ., per At < 2 < Agqq €t dispari
Ol=AP (4.5)
{(ii) non esiste , perz=X, t=1,2,...,p
(11} nulla , per tutti gh altri valori di =

5. Decomposizione di una Forma Quadratica in Vettori Sferici

Sia Y ~ Sp((¢) con densita di probabilita fy (y) = ¢ (y'y). Allora, ponendo X = OY dove O
¢ una matrice ortogonale, per I'invarianza delle distribuzioni sferiche si ha che X Y e Y >~ WU
dove Y = (Y1,Y>...,¥p), U= (Uy,Us,...,UpY, W’ rappresenta la distribuzione del raggio e U
é uniformemente distribuita sulia sfera unitaria p-dimensionale. W e U sono distribuite in modo
indipendente. | '

Se A é una matrice simmetrica e A = diag (A1, A2,..., ;) dove Ay, Aq, ..., A, indicano le radici

caratteristiche di A, allora la forma quadratica Y/ AY ammette la decomposizione seguente

Y'AY = Y'QQAQQY

~ X'AX
14
= Y nX? (5.1)
i=1
P X2
= |IX)? (ZAZ-—’—Q)
=Xl
D’altro canto,
Y'AY ~  W?(U'AU)
P
= W2 (_;MU,?) (5.2)
P
= e (a0 |
=1
€ pertanto
P x? P ,
Do him =Y AUP VX eSp() (5.3)
- IXIE =




Giorgio Pederzoli, Sulla decomposizione delle forme quadratiche di variabili normali in componenti sferiche

Prendendo X ~ Np(0, 1), dalla (3.5) segue che

AT

'2

R
X5

( X; X2
X X

X

e quindi

Zzé UF ~ i

Dato che Y'AY ~ VZ dove V

HXH

w2 = ||IX|p?
indipendentemente da V'; infatti,

11 1
Da,...,Dp) ~ Dy (5,5,,§>

4

>y ADi; VX €Sp()

(5.4)
i=1

= ||Y]|*, Z risulta distribuita come sopra e

P -2 P
X7 Wi (6)
Z=) i—5=) X 5
T Y
che & indipendente da W* = V.
La densita di V = Y'Y & data da
"i vElg(v) , 0<v<oo
hy (v) = { T(%) (5.5)
0 , altrove
dove g (-) & tale che g(y'y) = fy (y)-
Infine, siccome L = Y'AY ~ V Z, si avra che
71, /1 '
fL (l) = ;ICZ ‘l_) hv (l’) dv (56)
0
dove kz () denota la densita di Z e
T
0
dove A’z (-) & la funzione di ripartizione di Z.
Esaminiamo per concludere qualche caso particolare. Sia X ~Sp(-) con X' = (X, X2, ..., X))

iAX2

z._l

S X2

=1

e si consideri la variabile Z =

con A; < Ay peri=1,2,.

..,p— 1. Come abbiamo visto Z
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P
¢ indipendente da [|X|]* = X'X = >~ X?. Senza perdere in generalita, si supponga X ~ Np(0,I).

i=1
Allora, per p = 2 si ottiene
X2
- e A +A‘)—.~'
AN+ X3 TTTTEXT (=) L
EESEPS P NP B
X3 CAT

dove 3% ~ Fy ;. La densita di probabilita si riduce a
1

( 1 ! A <Z</\Q
kz(z) = W 1

0 , altrove.
Per p = 4, si ottiene che
1 A .
N (=A(a-2) e N haz) O} <z<h
dkz (=)
7= 0 L A< z< A
H LAz <2< Ay

7r\/(z—)\1)(2—)\2)(:—)\3)()\4—2)
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