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1. Introduzione

L’articolo originale di K. Pearson, pubblicato nel 1900 con un titolo piuttosto lungo,
ha avuto un notevole successo. Si tratta, come tutti sanno, di un test statistico per
la verifica di un’ipotesi semplice multinominale. Questa statistica, universalmente detta
"goodness-of-fit”, € approssimativamente distribuita secondo una chi-quadrato quando la
numerosita del campione e grande.

L’estensione ad ipotesi composite contiene, come afferma Lehmann (1959), un errore
nel numero dei gradi di liberta della distribuzione limite. La soluzione corretta per il caso
generale € stata trovata piu tardi da Fisher (1924) che tra le altre cose si & occupato della
dipendenza di questa distribuzione dei metodi impegnati nella stima dei parametri.

Tra i tanti lavori sulla statistica di Pearson ricordiamo quello di Neyman (1949) su i
test chi-quadrato con alternative limitate. Una panoramica di questi metodi e contenuta
nel libro di Cramér (1946), negli articoli di Cochran (1952, 1954) e nel capitolo 30 del
volume di Kendall and Stuart (1978) dove sono anche fornite altre fonti bibliografiche.

Per quanto riguarda la distribuzione delle forme quadrate e relative proprieta si veda

Mathai and Provost (1992).
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2. La statistica di Pearson

Si consideri la legge di probabilita multinominale

n! o

J . 5 |
fz1,. . z8) = x!...xk!pl DY

perO0<pj<lconz;=0,1,...,n,doveyj=1,...;k p1+...4¥p=1, z14+... 42 =n
e f(z1,...,2x) = 0 altrimenti. Ne segue che f (zy,...,2;) € una funzione di probabilita
discreta di (k — 1) variabili con parametri n,py,...,ps. In particolare si ha che E (z;) =
np;, Var(z;) =np; (1 —p;), Cov(z; ;) =—pipj, 1 £ jperi,j=1,... k.

La statistica goodness-of-fit di Pearson, che indicheremo con U?, & data da

=Y (a5~ np;)*

np;
Per la verifica dell'ipotesi Hy : p; = p?, J = 1,...,k questa viene rifiutata qualora la
discrepanza tra il vettore osservato (z1,...,2zx) e il corrispondente vettore atteso sotto

Hy, vale a dire (np?,...,np?) risulti ampia. Per una definizione assiomatica di U? quale
misura di discrepanza si veda l'articolo di Kaufman, Mathai and Rathie (1972). II test
impiegato sfrutta la proprieta che U? & approssimativamente distribuito secondo una chi-
quadrato come (k — 1) gradi di liberta quando n & grande.

Quando k = 2 il risultato & ovvio in quanto per z; = n — z; e p, = 1 — p; si ottiene

Uzzim—npj)? (21 = np)” _

= = U

= TP np1 (1 —p1)

dove u = —2=EEL_ vale a dire una variabile z; standardizzata. Per il teorema del
\/np1(1-p1)’
limite centrale si ha che v — N (0,1) quando n — oo e percid u? — X7 con una buona

approssimazione per n > 20, np; > 5, n(l1 —p;) > 5.

3. La distribuzione Limite.
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Esistono diversi metodi per dimostrare che in generale U> — X?_; quando n — co.
Scopo di questo lavoro & di proporre una derivazione particolarmente semplice di questo
risultato importante che non richiede I'inversione della matrice di covarianza.

La versione multivariata del teorema del limite centrale implica che

npy (1 —p1) —npip2--- —NP1Pk-1
Q= (z1 — np1,...,Th—1 — NPE_1) : :
| ~NPk-1P1 e npr-1 (1 = pe-1)
, I, —np1

| Tp—1 — NPk

tende a X?_, al cresceredin,dovezy =n—z1—...—zp1epr=1—p1—...—Pr-1. Per
mostrare che () non & altro che la statistica di Pearson definiamo una matrice diagonale D

i cui elementi sono \/p;, j =1,...,k—1, vale a dire tale che D = diag (\/E, cees 1/pk_l).
Allora 'inversa della matrice di covarianza puo scriversi come segue

4 -1
np1 (1 —p1) —npip2--- —np1Pr-1

—NnpPir—1P1 Npk-1 (1 - pk—1)

l—p1 —/P1P2..- —/P1Pk-1
- (VD)™ (vaD)™

—~/Pr—1P1 ces 1—pr

[Facciamo presente che il metodo proposto da Rao (1973) suggerisce di impiegare diret-

tamente ’inversa della matrice Diag (pi,...,pk-1) — pp’ dove p = (p1,... ,Pk=1) -
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Cambiando (y/nD)™" con i vettori della forma quadratica si ottiene

-1

1—-p —\/P1P2 0 —+/P1Pk-1 E\’/—%ﬂi

Q= (1‘1 — np1 Tr-1— npk—l)
npi Y /"Pk-1

“VPep e 1 =
scrivendo .
1—p —v/P1P2° —+/P1Pk-1
(I-ccH™ =
~vPk-1P1 e 1 = pe-1
con

v 0 - 0 1
e 0]

oo a1
cid implica che ||CCY|| < ||C||||C| = |IC]|* < 1 dove ||C|| denota una norma di C. Basta
poi prendere ||C||* = il piu grande dei p; < 1. Ne segue che pud esprimersi come una serie

convergente di potenza, vale a dire
(I-ccCh) =1+ (CC)+(CCH*+---

Impiegheremo proprio questo sviluppo in serie per evitare I’inversione della matrice delle
covarianze, ed al tempo stesso calcolare il valore esatto delle statistiche. Sostituendo

nell’espressione di @ il primo termine risulta uguale a

b

-1
(z; — np;)?

np;

.
)|
-
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Si consideri poi

<331 —np1 Tg-1 T npk—l) O = (z1 — np)+---+ (-1 — npk—l)
npr | /MPr—1 vn

Il secondo termine in ) € dato da

1 AR
;; [(xl - npl) + e+ (Jfk-l — npk_l)]z = _('Tk_n__’lc_)_

Tuttavia (CCY)* = CC!CC* = C(C!C)C = (p1+ -+ + pr-1) CC* = (1 — pr) CC* e di
conseguenza (CC*)" = (1 —p)" "' CC™
Pertanto, sommando i termini di una serie geometrica di ragione (1 — pg), si ha che

3 (cey = [i 1 ——pk)jl cCt = (1 “p’“) cct

r=2 r=1 Pk

Ne consegue che la somma di tutti i termini in ¢, dal secondo in poi, risulta la seguente:

(z — npi)’ [1 N (1 —Pk)] _

(zx — npy)’
n Y43

npg

e cioe la statistica di Pearson per tutti i valori di %, e il risultato risulta dimostrato.
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